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Rozciaganie i sciskanie
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wzdtuzne a poprzeczne, liczba Poissona

Wydziat Inzynierii Mechanicznej i Robotyki
Katedra Wytrzymatosci, Zmeczenia Materiatow i Konstrukcji
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Wytrzymatos¢ Materiatlow - nauka (dziat mechaniki) zajmujaca sie badaniem
zjawisk wystepujacych w ciatach rzeczywistych, tj. w cialach ktore

mJJ 5.1. Wytrzymatos¢ Materialow - podstawowe pojecia

odksztalcaja sie pod wptywem przylozonych obcigzen.

Mechanika
klasyczna

Mechanika
ciata statego

Mechanika
cieczy i gazow

J

\

Mechanika
ciata
sztywnego

J

\

Mechanika ciata odksztatcalnego
(wytrzymaltos¢ materiatéow, teoria
sprezystosci, teoria plastycznosci)

J




l“m 5.1. Wytrzymatos¢é Materiatow - podstawowe pojecia
AGH

Cel: dostarczenie podstaw teoretycznych do wybrania odpowiedniego
materiatu i takiego uksztaltowania obiektu, aby mogt on spetnia¢ swoje
funkcje uzytkowe, tj. na skutek obciazen nie ulegt zniszczeniu, badz
przez utrate spojnosci materiatu, badz to przez takie zmiany ksztaitu,
ktore uniemozliwia jego uzytkowanie.

Rodzaje odksztatcen:
> sprezyste - zanikajace wraz dziataniem obciazenia,
> plastyczne (trwate) — nie zanikajace mimo zaniku dziatania obcigzenia.




mmJJ 5.2. Wytrzymatos¢ Materialow - podstawowe zatozenia
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E
M. =P h Zasada zesztywnienia - zatozenie, ze odksztatcenia
U - [ [ [ [ [ [ [ [ [ (X}
e 0 T zwigzane z dziataniem sit zewnetrznych nie zmieniajg linii
h _ dziatania tych sit.

Prawo Hooke’a:
Deformacja ciat sprezystych jest wprost proporcjonalna do przytozonego obcigzenia.

P

P
S
- — <
‘l—lz
1 < "
g’

»
>

Obcigzenie (P)

Odksztatcenie (Au) -




Mmﬂ 5.2. Wytrzymatos¢ Materiatow - podstawowe zatozenia
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Dzieki prawu Hooke’a mozliwa jest do sformutowania...

Zasada superpozycji:
Dowolny skutek wywotany réwnoczesnym dziataniem kilku obcigzen jest rowny sumie

skutkdw jakie wywotatoby kazde z tych obcigzen dziatajac z osobna.




Analizujac przypadek wytrzymatosci danego obiektu przyjac¢ nalezy odpowiedni ...

Schemat obliczeniowy
- idealizacja rzeczywistego problemu, polegajgca na przyjeciu szeregu upraszczajacych
zatozen dotyczacych w szczegdlnosci:
v’ obcigzenia (p. 5.3.1),
v' materiatu (p. 5.3.2),
v' geometrii konstrukgcji (p. 5.3.3).




@M 5.3.1. Rodzaje obciazenia

Rodzaje obciazen - ze wzgledu na sposob przytozenia:

a) objetosciowe (masowe) - dzialajace na kazda czastke ciata (np. sily
ciezkosci),

A | v (N/m3)
'ﬂﬂi’ sity masowe zwykle zastepowane sg
— dziataniem sity skupionej przylozonej w
srodku ciezkosci bryty

G (N)
b) powierzchniowe - dziatajace na powierzchnie ciata,
p (N/m?)

g B
1 (N /m?)
O MMM
YNNY;

p (N/m?)

—
UM,

S

ks




@M 5.3.1. Rodzaje obciazenia

Rodzaje obciazen - ze wzgledu na sposob przytozenia:

c) obciazenia liniowe - przylozone w sposéb ciagty na pewnej dtugosci,

% LA Zazwyczaj za pomocg obcigzenia
U liniowego odwzorowuje sie dziatanie
q (N/m) obcigzenia powierzchniowego w
% przypadku modeli ptaskich

d) obciazenie skupione - sita lub moment sily przylozone w punkcie,

Dane obcigzenie uzna¢ mozna za skupione, jezeli powierzchnia jego oddziatywania
jest znacznie mniejsza od wymiarow elementu.




@M 5.3.1. Rodzaje obciazenia

Rodzaje obciazen - ze wzgledu na zmiany w czasie:

a) statyczne - narastajace w sposoéb
powolny od zera do pewnej wartosci

b) dynamiczne - przylozone w sposob
nagtly, dziatajace impulsowo

c) okresowo-zmienne - zmieniajace
wielokrotnie wartos¢ w czasie

@
’f%

N—

.

F
F

F

A
y

a




“m 5.3.2. Zalozenia dotyczace wiasnosci materiatow
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1) sprezyst.osc — odkszta’rc-em;';\ s3 E /1
proporcjonalne do dziatajgcego o /
obcigzenia. o

Odksztatcenie (Au)

2) izotropowos¢ (izotropia) — wiasnosci % S
. . . . o *;"}o\"o
fizyczne ciata nie zalezg od kierunku. % I
Przeciwieristwem izotropii jest Y \ I B
anizotropia. Y

3) jednorodnosc¢ — wiasnosci fizyczne ciata
sg takie same w kazdym jego punkcie.

Na ogdt powyzsze wtasnosci spetnione sg jedynie w sposdb przyblizony



lllmJJ 5.3.3. Klasyfikacja elementéw konstrukcyjnych
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1) prety - jeden z wymiaréw elementu

(dtugosé) znacznie wiekszy od wymiaréw — -

pozostatych (poprzecznych)

2) piyty — dwa wymiary liniowe sg wieksze
od trzeciego (grubosci)

3) powtoki — rodzaj ptyt charakteryzujgcy
sie krzywoliniowg powierzchnig

4) bloki (bryty) — wszystkie wymiary tego
samego rzedu
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“m 5.4. Kryteria oceny elementow konstrukcji:

1) Warunek bezpieczenstwa:

zabezpiecza element przez zniszczeniem (utrata
spdjnosci, trwatag deformacjg) pod wpltywem
zatozonego obciazenia.

2) Warunek sztywnosci:

ogranicza odksztatcenia elementu tak, by nie
utrudniaty one, badz wrecz nie uniemozliwiaty
wiasciwego jego funkcjonowania.

3) Warunek statecznosci:

zapobiega pojawieniu sie pod wptywem znacznych
odksztatcen dodatkowych sit wewnetrznych mogacych
uszkodzi¢ element.

KATASTROFA!!

4) Warunek ekonomicznosci:

stoi na strazy wiasciwego doboru materiatu i
wymiarow elementu, z petnym wykorzystaniem
wilasnosci zastosowanego tworzywa.

KATASTROFA ... flngnowa SPEN
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» Pod wplywem obcigzen zewnetrznych pomiedzy
poszczegdlnymi czgstkami ciata powstajg sity wzajemnego
oddziatywania, zwane sitami wewnetrznymi.

» Sity wewnetrzne s3 sitami biernymi, ktore przeciwdziataja
odksztatceniom ciata, tj. zmianie odlegtosci pomiedzy
poszczegdlnymi jego punktami. Sumaryczna praca tych sit
na przemieszczeniu punktow odpowiada energii
sprezystej zgromadzonej w odksztatconym ciele.

> Jezeli cate ciato (o objetosci V) jest w rwnowadze, tzn.
dziatajgce na niego sity zewnetrzne réwnowazig sie, to
jest w rownowadze kazdy punkt tego ciata, czyli sity
wewnetrzne rowniez sie rownowaza.

» W celu okreslenia sit wewnetrznych w dowolnym ptaskim
przekroju danego ciata nalezy przecig¢ go na dwie czesci
odpowiednig myslowga ptaszczyzng. Po odrzuceniu jednej
z nich sily wewnetrzne dziatajgce w rozpatrywanej
ptaszczyznie wyznacza sie rozpatrujac rOGwnowage czesci
pozostatej zgodnie z rwnaniami rGwnowagi statycznej.




”n 5.6. Wyznaczanie sit wewnetrznych
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= {Z} 0
uktad sit zewnetrznych
jest w réwnowadze

jest w rownowadze:

{Z} = {Zl_} + {zp} = 0

I 2 1N

AW} + {Zp} 0,

W}=1{z,} o {W}=-{W,} 4= {zl}s{wp}
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Mmm 5.6. Wyznaczanie sit wewnetrznych
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1) Sity wewnetrzne dziatajace na obydwie strony myslowego przekroju stanowiag uktad sit wzajemnie
rownowazacych sie, dzieki czemu moina je wyznaczy¢ analizujac dowolng odcieta czes¢ ciata.

2) Dokonuje sie tego w lokalnym uktadzie wspotrzednych, zwigzanym z osig normalng, tj. prostopadia do
rozpatrywanego przekroju i skierowana na zewnatrz. Z tego powodu nie tylko moduty ale i znaki sit
wewnetrznych wyznaczonych dla obu stron myslowego przekroju bedg takie same.




Il .. neprezema
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Definicja naprezenia:

o AW aw
P= 24~ da

Jednostka naprezenia:
1N

1 m?
1N
1MPa—1mm2
1 MN
1 m?

1 Pa =

1 MPa =

0, — haprezenie normalne
T,x» Tzy - NAPrezenia styczne




mJJ 5.8. Zaleznosci pomiedzy sitami wewnetrznymi a naprezeniem
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N = j g,dA - rozcigganie/sciskanie
A

T.= [ t,d4

X _J Tzx A

A f e
: - - Scinanie

Ty =J sz dA
2 .

M, =j g,ydA )
4 - - zginanie

My=j a,xdA |
A

Mg = j (Tzy X — Tz ¥) dA - skrecanie
A




lllmm 5.9. Rozcigganie/sciskanie - naprezenia
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Al; = const.

Al g; = const.= o, |
Zgodnie z prawem Hooke'a: T ~0

Miedzy N a o, zachodzi zaleznos$é: N = f o,.dA
. _




pozostajgcego w rownowadze, dziatajg w rézny

sposdb przytozone lecz statycznie rownowazne obcigzenia, to w dostatecznej odlegtosci od
obcigzenia

tego obszaru rozktady naprezen s3 jednakowe, a wiec nie zalezg od sposobu przytozenia

Jezeli na pewien obszar ciata sprezystego,




M‘]“JJ 5.11. Proba statycznego rozciqgania i Sciskania
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Aparatura badawcza:

Maszyna wytrzymatosciowa: Ekstensometr liniowy i Srednicowy:
Il 0 i O_‘ i

!
MTS 810 Material Test System
—_—
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A
] [
Elh A
3 materiat
,—g elasto-plastyczny

_

wydluzenie Al
N

n’JJ 5.12. Krzywa monotonicznego rozciqgania/sciskania

materiat

Naprezenia inzynierskie:

Odksztatcenia inzynierskie:
[y — dtugosé poczatkowa,

A,y — poczatkowe pole

przekroju poprzecznego

sprezysto-plastyczny
materiat
sprezysto-kruchy

o\ tana =E

=

Al

E=K

E — modut Younga (MPa)



ll“]m 5.12. Krzywa monotonicznego rozciggania/sciskania
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Charakterystyczne granice wytrzymatosciowe: An|

Granica proporcjonalnosci (R,,) to naprezenie inzynierskie wyznaczajace koniec -y
zakresu w obrebie ktérego zachodzgce odksztatcenie jest proporcjonalne do fedf= 3~ LR/_J
wywotujgcego je naprezenia (granica liniowej sprezystosci, granica
obowigzywania prawa Hooke’a) o) tana=E

Granica sprezystosci (R,,) to naprezenie inzynierskie, po przekroczeniu ktorego lo
ciatlo, mimo odcigzenia, nie powraca juz do pierwotnych ksztattéw badz
wymiarow. Umowna granica sprezystosci odpowiada naprezeniu przy ktérym
odksztatcenia trwate osiggajg pewng umowng wartos¢ (np. 0.05% przy Ry gs)- /

J
J

Granica plastycznosci (R,) to warto$¢ naprezenia inzynierskiego przy ktérym zaczynaja powstawac
nieodwracalne odksztatcenia plastyczne. Przy tzw. wyraznej granicy plastycznosci nastepuje wyrazny wzrost
odksztatcen bez przyrostu, lub nawet przy chwilowym spadku, naprezen. Umowna granica sprezystosci
odpowiada naprezeniu przy ktdorym odksztatcenia plastyczne osiggajg pewng umowng wartos¢ (np. 0.2%

przy Ry ,).

Wytrzymatos¢ na rozcigganie (R,,) to naprezenie inzynierskie odpowiadajgce najwiekszej sile rozciggajacej F,,
uzyskanej w czasie statycznej proby rozciggania.

Wytrzymatos¢ na sciskanie (R.) to naprezenie inzynierskie odpowiadajgce najwigkszej sile sciskajacej F,
uzyskanej w czasie statycznej préby sciskania.

Naprezenie zrywajace (R,) to rzeczywista warto$¢ naprezenia dziatajgcego w miejscu zniszczenia probki w
momencie utraty spdéjnosci, odpowiadajaca sile przytozonej do probki w chwili zniszczenia (F,), odniesionej
do rzeczywistego pola przekroju poprzecznego prébki (A,) w miejscu jej rozerwania (R, =F,/ A,).




M“m 5.12. Krzywa monotonicznego rozciggania/sciskania
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Charakterystyczne parametry:

Odksztatcenia do zniszczenia (A lub &) — trwate odksztatcenie inzynierskie
probki zmierzone po zerwaniu:

_ ly=lp,

gdzie: ly — faczna dtugosc probki po rozerwaniu,
lo — dtugos¢ poczatkowa probki

Przeweienie (q) — wzgledna zmienna pola przekroju poprzecznego prébki

W miejscu jej zerwania: _ Ao—4y,
Ao 2 1R.
gdzie: Ay — pole przekroju poprzecznego probki po zerwaniu, 1R,
Ag¢ — poczatkowe pole przekroju poprzecznego probki, !
[
Modut Younga (E) (modut sprezystosci podtuznej) — stata okreslajaca | materiat | E GPa |
sprezystos¢ materiatu, wyrazajgca sie zaleznoscia wzglednego guma 0.01-0.1
odksztatcenia liniowego materiatu (&) od dziatajgcego wzdiuz tego polipropylen 1.5-2
samego kierunku normalnego naprezenia (o), w zakresie odksztatcen drewno (dgbina) 11
sprezystych. Modut Younga odpowiada tangensowi kata nachylenia 2‘:&?: 50380
inzynierskiej krzywej rozciggania o — & do osi odksztatcen (g w Aluminium 69
zakresie obcigzen ponizej granicy proporcjonalnosci (R,,). - 100-115
_ o D ‘ stal 190-210
E="/¢ |:> 6=E'& | . prawoHooke'a diament 1050-1200




“UJ 5.13. Odksztatcenia poprzeczne przy obciazeniach osiowych
H

] Odksztatcenie wzdtuine:
N al
B €= E Al S 11 = lO

Odksztatcenie poprzeczne:

p — ) Ad
p
— = do 1%
N Ny
- l; - £
l, P _ _y v - liczba Poissona (0 < v < 0.5)
2 o . - 2 materiat v
—Srednica koncowa:; korek 0
Al ] szkto 0.18-0.3
& = —VE= —V—— E beton 0.2
Ly Al seli
- Q Ad = —v—d, Al zeliwo 0.23-0.27
Ad lo "L Q d, =dy —v—d, stal 0.24-0.3
E, = —
P~ 4, | Ad = dy — d lo stopy Al 0.26-0.36
i Al miedz 0.33
di=dyl1-— vl_ tytan 0.35
0 kauczuk 0.5
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AL

= 2R,

Ao

___________

M

mJJ 5.14. Reakcja materiatu na odciagzenie

Efekt Bauschingera:

Jezeli przy obcigzaniu materiatu wykazujgcego efekt
umochienia przekroczona zostanie granica plastycznosci,
to przy zmianie kierunku obcigzenia (odcigzaniu)
odwrdcone plyniecie materiatu nastgpi gdy zmiana
naprezenia osiggnie wartos¢ Ao = 2R, tj. powyzej
poziomu granicy plastycznosci przy monotonicznym
Sciskaniu.




mmﬂ 5.15. Rozciqganie/sciskanie - warunek bezpieczenstwa
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o, (0.) - naprezenia rozciggajace (sciskajgce)

0,(00) = 7 < K (ko)

k, (k.) —dopuszczalne naprezenia w przypadku
rozciggania (Sciskania)

Naprezenia dopuszczalne

Y _l . .
e K K — naprezenia krytyczne
n

Zaleznos¢ ogolna: = , : : ,
n — wspotczynnik bezpieczenstwa

L4 N

materiaty elasto-plastyczne materiaty kruche

Re Rm RC
ky =k.=— k, = — k.

ne nm nC

R.>R, =k >k,

n,, n_, n.—wspotczynniki bezpieczenstwa
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Rozcigganie
=—<k
o =
| . A o

I_'__l
N

2|

Spetnienie warunku bezpieczenstwa gwarantuje
bezpieczng prace obiektu, bez wzgledu na jego dtugosc.

M] 5.16. Ograniczenie zastosowania warunku bezpieczenstwa

Sciskanie

W przypadku elementow o duiej smuktosci (znaczna
dtugos¢ w stosunku do wymiaru poprzecznego) nie
gwarantuje jego bezpiecznej pracy spetnienie samego
warunku bezpieczenstwa na sciskanie.
Z uwagi na zjawisko wyboczenia konieczne jest
uwzglednienie warunku statecznosci.




mJJ 5.17. Rozcigganie/sciskanie — warunek sztywnosci
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Prawo Hooke’a :

o} _
27T TN - ~f

Y =
Pl
P - Al = —
g = Z » AE

o\ tana =E Al

L P = =

E l _

< A ldop P — osiowa sita

Warunek sztywnosci: Al = —
Y | AE

| — dtugos¢ elementu

A — pole przekroju poprzecznego
E — moduf Younga

Algop — dopuszczalna zmiana dtugosci elementu



M““ 5.18. Rozciaganie/sciskanie — warunek ekonomicznoéci{“ﬁ
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Warunek ekonomicznosci w przypadku konstruowania elementéw poddawanych rozcigganiu/sciskaniu
polega miedzy innymi na unikaniu nadmiernego przewymiarowywania wymiarow poprzecznych
elementdéw, ponad wartos¢ teoretyczng (A,,;,) spetniajaca odpowiedni warunek bezpieczenstwa:

Amin = k_ Amin - k_
r c

Dopuszczalne naprezenia k, i k_ spetniaja juz wymagane zapasy bezpieczenstwa.




MUJ 5.19. Rozciaganie/$ciskanie - przykitady obliczen
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Przyktad 5.1:

Tensometr oporowy* naklejony na powierzchni kosci, wskazuje ze dziatajg w tym przekroju $rednie
naprezenia rozciggajgce o wartosci o = 3.2 MPa, gdy kos¢ obcigzona jest osiowg sitg F = 1 kN.
Zaktadajgc, ze koS¢ ma pierscieniowy przekrdj poprzeczny o srednicy zewnetrznej D = 25 mm,

obliczy¢ srednice d jamy szpikowe,;. F
Dane: Szukane: *
o =3.2 MPa, F=1kN, D =25 mm d=? ‘\ ?
Ze wzoru na naprezenia osiowe: ‘*\)
T |
o=—
A 4-F :
' g |:> 0= 2 _ g2
n(D? — d?) (D% — d*) »
r— 4

S H
I
2

o

N

I

|-[=
~y

4-1000
d=\/252—— =+v227.113

mw-3.2 '
E> d. =15.07 mm ﬂ

* rodzaj czujnika odksztatcenia (zob. Wyktad nr 8)




MUJ 5.19. Rozciaganie/$ciskanie - przykitady obliczen
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Przyktad 5.2:

Obliczy¢ wartosci naprezen w poszczegolnych czesciach preta jak na rysunku, catkowitg zmiane jego
dtugosci wywotang dziatajgcym obcigzeniem, a takze koncowa Srednice w przekroju 3-3.
Dane:

Szukane:
P,=6 kN, P,=9 kN, P,=60 kN, £=2.1-105 MPa , v=0.3

G11,035,033= 227

d,=20 mm, d,=10 mm, d,=30 mm, I= 400 mm Al =?,d,'=?
7 3 Ni_q 4-Ni—q
// IZ — I 1 0'1_1 = A = dz dz
= 5 b P 1-1 w(df —dg)
3 2 4 1
%11 =002 —102) . “ 4
- _ Ny _ 4N
032 = = >
Ay mdj
4 (—15000) 47 75 MP
O2-2= "0~ h a
o o _ N3_3 _ 4+ N3_3
upl 3-3 A3_3 T[d%
4-45000
03_3 = = 63.66 MPa

- 302
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mJJ 5.19. Rozcigganie/sciskanie — przykiady obliczen
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Przyktad 5.2:
Dane: Szukane:
P,=6 kN, P,=9 kN, P,=60 kN, £=2.1-10° MPa, v=0.3 G1q Gyy)Oag= P27
d,=20 mm, d,=10 mm, d,=30 mm, I= 400 mm Al =?,d,'=?
; I3 N\
i%l I 2 I 1 Alc— All + Alz + Alg
R P, \I_’Z = - P, Al Nyl 4Nyl
% < > S YA E m(d?—-dd)-E
2 11 |, 4 - (—6000) - 400 0. 0485
= = —VU. mm
. HENE | A | 5 w202 - 102)]\-,2.1 ! }05 o
a A= = w i E
- \ \%X 2-2 mT-dy -
S % ) y N 4 - (—15000) - 400
P —~t — = —
NN \w 2= 50751105 0.0909 mm
> No o2l 4Ny -1
I{# |P!|| @| uPl AL = 3-3 "¢ _ 32 3
# Ni-1 = —6KkN Az 3 E m-d;E
Ny = —15kN 4 - 45000 - 400
= =0.1213 mm

37 1-302-2.1-105

Al.= Al; + Al, + Alz= —0.0485 — 0.0909 + 0.1213 = —0.0181 mm




mJJ 5.19. Rozcigganie/sciskanie — przykiady obliczen
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Przykiad 5.2:
Dane: Szukane:
P,=6 kN, P,=9 kN, P,=60 kN, £=2.1-10° MPa, v=0.3 G11 Gy, Ogg= 227
d,=20 mm, d,=10 mm, d,=30 mm, I= 400 mm Al =?,d,'=?
% 3
_% 12 - ! < Ad, Al
R P, P> P, d. =& = TVES= _VT
/'_'_.\] ._.__>..H R '_"BQ'_ 2
y ) y )
. 2 A —Ady=d, —d
£ | |3 | | |1 14 l 2 — 2— Y2 2
- -1 " o
. % . Al Alg
§ N3_3=4—5kN 1-1 d2=d2_VTd2=d2 1_VT
= \ N
= ﬂl T SIS N 0.1213
|t+ P3 \ \ é I . —
R "T N d, =30{1-0.3 l =29.997 mm

a1 IS
Pl N, =—6kN

Nz_z — _15 kN




lﬂm 5.19. Rozciaganie/sciskanie — przykiady obliczen
AGH

Przyktad 5.3:

Dobrac¢ srednice pretdw konstrukcji jak na rysunku a nastepnie obliczy¢ pionowe przemieszczenie
punktu C, znajac dtugosé poczatkowsq pretéow I.

Dane: Szukane:

P=21.6 kN, k=120 MPa, a=30°, E=2.1:10°5 MPa, I=1.2 m d=?, f="

\/

~

B Ze wzgledu na symetrie uktadu sit (oraz warunek )i~ Fj,, = 0):
5,=5,=S = d;=d,=d

n P 216 _
Zi=1Fiy=O=>ZScosa—P=0 :>S_2cosa_ \/§~12.47kN
2

/ Warunek bezpieczenstwa:

| o =£<k . — 4-5 <k

! Y M "Ng-d2= T

A ¢ - 4-s=j4-1z.47-103=1151mm

|-k, - 120 '

Przyjmujemy: d=12 mm




MMJ 5.19. Rozciqganie/sciskanie — przyktady obliczen
AGH
Przyktad 5.3:

Dane: Szukane:
P=21.6 kN, k=120 MPa, a=30°, E=2.1-10° MPa, I=1.2 m d=?, f="
S =12.47 kN
d=12 mm
Al ]
fc N

~ cosa ~ 4-S-1
S.] 4-S-1 E fc_Tl"dz'E'Cosa

Al: =
A-E m-d?-E |

_ 4:12.47-10°-1200

fe
n-122-2.1-105-§

=0.7275 mm






